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Abstract 

The space of closed subgroups of a locally compact topological group is endowed with 
a natural topology, called the Chabauty topology. Let X he & symmetric space of noncom- 
pact type, and G be its group of isometries. The space X identifies with the subspace of 
maximal compact subgroups of G : taking the closure gives rise to the Chabauty compact- 
ification of the symmetric space X. Using simpler arguments than those présent in [GJT], 
we describe the subgroups that appear in the boundary of the compactification. 



Introduction 

Si G est un groupe topologique localement compact, munissons l'ensemble G (G) des sous- 
groupes fermés de G de la topologie de Chabauty (voir par exemple [Cha], [Bou, Chap. VIII, 
§5], [Har] et [CDP], ainsi que la partie 2). Cette topologie fait de G (G) un espace compact, 
qui est métrisable pour la distance de Hausdorff pointée si G est métrisable. L'espace G (G) est 
en général difficile à expliciter : si l'espace ^(C) est homéomorphe à la sphère §^ (voir [PH]), 
pour d'autres petits groupes G, la topologie de l'espace G (G) est bien plus complexe (voir par 
exemple [BHK], [Klo] et [Hael]). 

Si X est un espace topologique localement compact et G un groupe topologique localement 
compact agissant continûment sur X, considérons l'application de X dans G (G) qui à un point 
de X associe son stabilisateur. Si X = X U {00} désigne le compactifié d'Alexandrov de X, 

identifions X avec son image par le plongement diagonal dans G (G) x X. L'adhérence X de 
(l'image de) X est appelée la compactification de Chabauty de X définie par cette action de G. 

Q 

Les groupes apparaissant dans la frontière de X dans X seront appelés les groupes limites. 



Nous nous intéressons dans cet article au cas où X est un espace symétrique de type non 
compact, comme par exemple les espaces hyperboliques réels ou les variétés riemanniennes 
quotients SL(n, M)/ SO(n, M) (voir par exemple [Hel] et la partie 1 pour des rappels). Les com- 
pactifications de ces espaces ont été très étudiées (voir par exemple les travaux de Mostow [Mos], 
Borel et Ji [BJ]...). Elles sont nombreuses, en fonction des besoins nécessaires : compactifica- 
tions géodésique, de Satake, de Furstenberg, polyédrale, de Martin, de Karpelevic, etc. (voir par 
exemple [GJT]). La géométrie des espaces symétriques étant intimement liée à la structure de 
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leurs groupes d'isométries, il était naturel, comme dans [GJT], d'étudier leurs compactifications 
de Chabauty. 

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe, de centre fini et sans facteur compact. Nous 
renvoyons par exemple à [Hel] et à la partie 1 pour des rappels, en particulier sur la terminologie 
qui suit. Soit K un sous-groupe compact maximal de G, G = KAN une décomposition d'Iwa- 
sawa àe G et X = G/K, muni d'une métrique riemannienne G-invariante, l'espace symétrique 
de type non compact associé. L'algèbre de Lie a de A est une sous-algèbre de Lie abélienne 
maximale de l'algèbre de Lie g de G, elle définit un système de racines S, qui est l'ensemble des 
formes linéaires non nulles sur a dont l'espace de poids {Y G g : Vif G a, adiï(F) = a{H)Y} 
est non nul. Choisissons une base A du système de racines défini par a et la chambre de Weyl 
fermée associée a+. Notons de plus M = Zk^cl) le centralisateur de a dans K. 

Pour toute partie propre / C A, notons aj = f^^g^^Kera et l'orthogonal de aj dans a 
pour la forme de Killing de G. Notons le sous-groupe de Lie connexede G d'algèbre de Lie 

et A^'+ = A^ n expâ+. 

Définissons alors le sous-groupe de Lie G^ = D{Z{ai))Q, composante neutre du groupe dérivé 
du centralisateur de aj dans G, et = G^ (IK. Soit l'ensemble des racines positives qui ne 
sont pas combinaison linéaire des racines de J, posons ri/ la sous-algèbre de Lie somme directe 
des espaces de poids de . Notons Nj le sous-groupe de Lie connexe de G d'algèbre de Lie U/. 
Pour tous a & A et k & notons 

Dif^ = kaK^MNia-^k-\ 

Le théorème principal de cet article est de donner une nouvelle preuve, plus courte et plus 
directe, du théorème de [GJT] donnant une description explicite des groupes limites de la 
compactification de Chabauty de X. 

Théorème. SoitD G X \X un groupe limite. Alors il existe une partie propre I de A, a G A^'+ 
et k E K tels que D = D^^^. 

De plus, cette écriture est unique au sens suivant : pour h, h deux parties propres de A, 
ai G A^^'+ , 02 G A^^'+ et ki, /c2 G K , nous avons Z)^^ = k2 seulement si 

= /2 = /, ai = 02 = a et k^^ki G {K^ H aK^a~^)M. 

Guivarc'h complète ce résultat en décrivant de manière intrinsèque les groupes limites 
(voir [Gui]) : la compactification X est l'ensemble des sous-groupes distaux maximaux de 
G (un sous-groupe H de G est distal si le spectre de tout élément de Ad H est inclus dans le 
cercle S^). 

La première partie de cet article est constituée de rappels bien connus sur les décompositions 
des groupes de Lie semi-simples et pose les notations. La deuxième partie présente brièvement 
la topologie de Chabauty. Le cœur de l'article est la partie 3, en particulier le théorème 3.12 : 
tandis que la preuve originelle de [GJT] est fondée sur l'étude de mesures et l'utilisation des 
frontières de Furstenberg, la preuve présentée ici n'utilise que des arguments élémentaires de 
groupes de Lie. Celle-ci semble adaptée à l'étude de la compactification de Chabauty, qui 
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présente l'avantage par rapport aux autres compactifications d'avoir une définition élémentaire. 
Enfin, la dernière partie décrit l'homéomorphisme entre les compactifications de Chabauty et 
polyédrale. L'existence de cet homéomorphisme est bien connu, mais cette correspondance ne 
semblait pas exister dans la littérature. 

Je tiens à remercier chaleureusement Frédéric Paulin pour sa disponibilité et ses nombreux 
conseils. 

1 Décompositions des espaces symétriques de type non 
compact 

1.1 Préliminaires 

Toutes les algèbres de Lie et tous les groupes de Lie considérés sont, sauf mention contraire, 
réels. Concernant les espaces symétriques, une référence assez complète est [Hel]. 

Une variété riemannienne connexe X est appelée un espace (globalement) symétrique si tout 
point X de X est un point fixe isolé d'une isométrie involutive de X. Il est dit de plus de 
type non compact si sa courbure sectionnelle est partout négative ou nulle, et si le revêtement 
universel de X n'admet pas de facteur de De Rham euclidien. 

Exemple. Les espace hyperboliques réels sont des espaces symétriques de type non compact. 

Rappelons que si X un espace symétrique de type non compact, alors la composante neutre 
G = Isomo(X) du groupe des isométries de X est un groupe de Lie connexe semi-simple, de 
centre trivial et sans facteur compact (voir par exemple [Hel, Exercise 5, p. 250]). De plus, si l'on 
choisit un point base x de X , alors l'évaluation en x induit un difféomorphisme de G/Gx sur X, 
où l'on note Gx le stabilisateur de x dans G (voir par exemple [Hel, Theorem 3.3, p. 208]). Le 
groupe Gx est un sous-groupe compact maximal de G, et par ailleurs les sous-groupes compacts 
maximaux de G sont les stabilisateurs des points de X, et sont deux à deux conjugués (voir 
par exemple [OV, Theorem 3, p. 259]). 

Réciproquement, si G est un groupe de Lie connexe semi-simple, de centre fini et sans facteur 
compact et si K est un sous-groupe compact maximal de G, alors toute métrique riemannienne 
G-invariante sur l'espace GjK en fait un espace symétrique de type non compact, et le groupe 
G se surjecte canoniquement sur la composante neutre Isomo(G/-R') du groupe des isométries 
de G/K^ avec pour noyau le centre fini de G (voir par exemple [Hel, Proposition 3.4, p. 209 et 
Theorem 3.1, p. 241]). 

Exemple. Pour tout n ^ 2, l'espace SL(?7,, M)/ SO(ra, M), muni d'une métrique SL(ra,]R)- 
invariante, est un espace symétrique de type non compact. 

Soit G un groupe de Lie semi-simple de centre fini ayant un nombre fini de composantes 
connexes. Choisissons un sous-groupe compact maximal K de G. Alors il existe une unique 
décomposition de Cartan g = © p de g, où g et désignent les algèbres de Lie de G et K 
respectivement. En outre, rappelons que si 9 désigne l'involution de Cartan de G associée, et B 
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la forme de Killing de g, alors la forme bilinéaire Bo{Y, Z) = —B{Y, 9{Z)) est définie positive sur 
Q. En tant qu'endomorphismes de l'espace vectoriel g muni du produit scalaire Be, les éléments 
de adft sont antisymétriques et ceux de adp sont symétriques. 

Exemple. Pour le sous-groupe compact maximal SO(n, M) de SL(n, M), la décomposition de 
Cartan est sl{n, M) = so{n, M) © SymQ(?7,, M), où so{n, M) est la sous-algèbre de Lie des matrices 
antisymétriques, et où SymQ(?7,, M) est l'espace vectoriel des matrices symétriques de trace nulle. 

L'application p x K ^ G définie par (Y,k) ^— (expF)A; est un difféomorphisme, appelé 
décomposition polaire de G (voir par exemple [OV, Theorem 2, p. 256]). 

Choisissons a une sous-algèbre de Lie de q abélienne maximale diagonalisable sur M (c'est- 
à-dire que les éléments de ad a sont diagonalisables sur M). Elle sont toutes Ad G-conjuguées 
entre elles, et on peut choisir a incluse dans p. La dimension de a est appelée le rang (réel) de 
l'algèbre de Lie g. Si l'on note a* l'espace vectoriel dual de a, définissons le système de racines 
(restreint) associé à a : 

E = {a G a*\{0} : 3Y G 0\{O},ViJ G a,adiJ(F) = a{H)Y}. 

Ce système fournit une décomposition de g en espaces de racines, orthogonale pour le produit 
scalaire Bg : 

S = 00 ©0Sa 

OÙ on a posé Qa = {Y G g : ViJ G a, ad if (F) = a{H)Y}, et où go = 3g(a) est le centralisateur 
dans Q de o. De plus, si l'on pose m = 3j5(a) le centralisateur dans k de a, alors go = m © a. 

Exemple. Pour g = s[(?i,]R), k = so(ra. M) et p = SymQ(n,M), on peut choisir pour a la 
sous-algèbre des matrices diagonales. Dans ce cas, le système de racines est 

S = {aij : H Hi^i - Hjj,'ii,j G 7^ j} 

et, pour i,j G [[!,'«']], avec i 7^ j, nous avons 00,.^ = Vect^Eij), où {Eij)i^ij^n désigne la base 
canonique de 0[(n, M). Et go = a dans ce cas particulier. 

Rappelons comment cette décomposition se comporte par rapport au crochet de Lie : soient 
a, /3 G S. Alors 



[fla, g/3] 



C 0c,+;3 si a + G S U {0} 
= sinon. 



On appelle les composantes connexes de a\ Uags Ker a les chambres de Weyl (vectorielles, 
ouvertes) de a. Choisissons une chambre de Weyl a^, que l'on appellera chambre de Weyl 
positive. On dit alors qu'une racine a G S est positive si ^ (resp. négative si a|a+ ^ 
0). Notons S"*" (resp. S" = S\S^) l'ensemble des racines positives (resp. négatives). Soit A 
l'ensemble des racines a G S positives, ne pouvant pas s'écrire a = /5 + 7, avec et 7 des racines 
positives. Alors A est une base du système de racines S, c'est-à-dire que toutes les racines de S 
s'expriment de manière unique comme combinaison linéaire à coefficients entiers, tous de même 
signe, des racines de la base A. De plus, toute base s'obtient ainsi, et on a 

a+ = {X G a : Va G A, a{X) > 0}. 
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Exemple. Pour G = SL(n, M), on peut choisir pour chambre de Weyl positive = {H G a : 
Hi^i > H2,2 > ■■■ > Hn,n}- Ccci corrcspoiid au choix de la base A = {«j G [[l,n — 1]]}. 

Posons M = Zk{o) le centralisateur de a dans K pour l'action adjointe, il a pour algèbre de 
Lie m = 3|((a) le centralisateur de a dans \. Notons n et n~ les sous-algèbres de Lie nilpotentes 
de g définies par n = ®a&:+Qa et n~ = ©«es- 0a- On peut alors écrire la décomposition 
S = 00 ffii^ffit^"- Notons A, et les uniques sous-groupes de Lie de G connexes, d'algèbres 
de Lie respectives a, n et n~. Alors l'application K x A x N ^ G définie par {k,a,n) > kan 
est un difféomorphisme, appelé décomposition d'Iwasawa (voir par exemple [OV, Theorem 6, 
p. 275]). 

Exemple. Pour G = SL(?t,, M), M est égal au sous-groupe des matrices diagonales ayant des 
±1 sur la diagonale. Et est égal au sous-groupe des matrices triangulaires supérieures avec 
des 1 sur la diagonale. 

Définissons ^4+ = exp(a^) la chambre de Weyl (ouverte) positive de A, et notons a+ et 
(les adhérences dans g et G) les chambres de Weyl fermées. Alors tout élément g de G 
s'écrit g = kiak2, où ki,k2 E K et a E A~^ : c'est la décomposition de Cartan KA+K. De 
plus, l'élément a = a{g) G est uniquement déterminé par g, et est continu en g (voir par 
exemple [Hel, Theorem 1.1, p. 402]). 



1.2 Décompositions à l'aide d'une partie de la base 

Choisissons une partie / de la base A du système de racines S. Définissons alors le sous- 
espace vectoriel a/ = {H G a : V/9 G I,P{H) = 0} = f^^g^Ker/? de a, et l'orthogonal de aj 
dans a pour la forme de Killing, qui est définie positive sur a. Remarquons que dimo^ = Gard/. 

Exemple. Pour G = SL(n, M), en prenant / = {««,^+1, ajj+i}, oùl^î<j + l^n: 



-ttj+i et V/c ^ {i,i + l,j,j + l},afc = 



ctj-i-i et CLj — '^j+i 



Ce choix d'une partie / définit également une partition de l'ensemble des racines S : soit 
l'ensemble des racines qui sont combinaison linéaire (à coefficients entiers) d'éléments de /. 
Nous avons également 

= {a G S : Vi/ G a/, a{H) = 0}. 
Définissons de plus E/ = T,\T,^ le complémentaire de S^, ainsi que = n S+ et S/ = 



1 


ai 





\ 















■•. 




G 


a : Oj 






aj = 


\ 





an 


1 




















/ ai 













et ai 




1 










G a 












l 





dn ) 





Ceci définit également une décomposition de n en somme directe n = n © ri/, où n = 
igE^.+0a et ri/ = ©aes+0«- De plus, et xij sont des sous-algèbres de Lie de n, et [n^ , U/j C ri/. 
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Notons A^, Aj, et Ni les uniques sous-groupes de Lie immergés de G connexes d'algèbres 
de Lie respectives a^, a/, et U/. Ils sont en fait fermés. Le groupe A est égal au produit 
A = A^ X Aj, et \e groupe est égal au produit semi-direct N = Nj xi . Le groupe A 
normalise Ni et A^^, et les groupes A^^ et Ai commutent. L'application exponentielle de chacun 
des groupes A, A^ , Ai, N, N^ et Ni est surjective (voir par exemple [Hae2] pour des détails). 

Exemple. Pour G = SL(7t,, M), en prenant comme ci-dessus / = {aj^j+i, «jj+i}, où 1 ^ i < 
j <^ n — 1 : 



où les blocs sont de dimensions respectives i, j — i et n — j, et où Tj G 0l(ï,]R) désigne une 
matrice triangulaire supérieure stricte quelconque. 

On définit de manière analogue S7, A^^'~ et Nf , et nous avons alors des propriétés 

semblables. 

Posons G^ = D{Zg{cli))o la composante neutre du groupe dérivé du centralisateur dans G 
de ai, ce groupe a pour algèbre de Lie = 0(3(0/)) l'algèbre de Lie dérivée du centralisateur 
de ai. Notons également = G^ D K, groupe qui a pour algèbre de Lie = H h. Puisque 
les groupes G^ et K sont connexes, le groupe est connexe. 



Soit G = SOo(p, p) la composante neutre du groupe orthogonal pour une forme quadratique 
(réelle) de signature (p, p), où p est un entier supérieur ou égal à 2. C'est un groupe de Lie 
connexe semi-simple de centre fini, égal à {Id} si p est impair et à {Id, — Id} si p est pair. 

Choisissons pour matrice de la forme quadratique la matrice carrée de taille 2p et d'ordre 2 



Alors les éléments de G, vu comme sous-groupe de SL(2p, M), sont exactement les matrices 
Y telles que *VJY = J . De plus, l'algèbre de Lie g = so{p,p) de G s'écrit 



Donc l'algèbre de Lie g est constituée des matrices antisymétriques par rapport à la deuxième 
diagonale. En raison de cette symétrie, pour tout entier i G [[1, 2p]], nous noterons i = 2p+l — i 
son "symétrique". 





1.3 L'exemple de SOo{p,p)/ SO{p) x SO{p) 




d = {Y e s[(2j9,M) : JYJ = -Y}. 
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Posons 6' : —> g le morphisme d'algèbres de Lie défini par Y —V, et notons = gn5o(2p) 
l'ensemble des points fixes par ^ et p = g fl SymQ(2p) l'ensemble des vecteurs propres pour la 
valeur —1 (où SymQ(2]?) désigne le sous-espace vectoriel de 0Ï(2p, M) des matrices symétriques). 
Alors g = fe © p est une décomposition de Cartan de g. La forme de Killing sur g est donnée 
par B{Y,Z) = 2piï{YZ). 

Notons a le sous-espace vectoriel de g constitué des matrices diagonales : c'est une sous- 
algèbre de Lie abélienne maximale de g. Une base de l'espace vectoriel a est donnée par les 
matrices Hi = Ei^i — pour i G [[l,p]] (où {Eij)ij désigne la base canonique de g[(2p, M)). 
Notons (/5i)jg[[i p]] la base duale de cette base. La forme linéaire Pi est l'application qui à une 
matrice diagonale H E a associe Hi i — H^j. 

Définissons les vecteurs suivants, pour 1 ^ i < j ^ p. 





= 






= 






= 




-(ft+/3i) 


= 


-El, 



Alors le vecteur est de poids a. 



Le système de racines S de g associé à la sous-algèbre abélienne maximale a est 
S = {A - : J G [[l,p]],t ^ j} U {A + A : J e ^ j}. 

L'espace de poids correspondant à une racine a G S est ga = MXq,. De plus, le centralisateur 
de a dans g est égal à go = a. 

Posons = A — A+i pour i G — 1]] et «p = /5p_i + fi^. Alors l'ensemble {ai)iç\^\.p^ est 
une base du système de racines S. Les racines positives correspondantes sont 

E+ = {A - A : j e < j} u {A + A ^ J e [[i,^]],^ < j}. 

La chambre de Weyl positive (vectorielle) associée est 

a+ = {i/ G a : > . . . > i/p,p > 0}. 



L'algèbre de Lie nilpotente n = ©ags+flo est égale à la sous-algèbre de Lie de g constituée 
des matrices strictement triangulaires supérieures. Le sous-groupe de Lie connexe A d'algèbre 
de Lie a est 

A = {Diag(ai, . . .,ap,a~^, . . . ,a5"^) : \fi G G ]0, +oo[ }. 

Le sous-groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie n est le sous-groupe de G constitué des 
matrices triangulaires supérieures, avec des 1 sur la diagonale. 
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Le sous-groupe de Lie compact maximal de G d'algèbre de Lie est J'i' = G H S0(2p). Pour 
voir que le groupe K est isomorphe à SO(p) x SO(p), il est plus clair de changer la matrice de 
la forme quadratique de signature en prenant 

où Ip désigne la matrice identité de GL(p, R). Alors l'application suivante est un isomorphisme 

SO(p) X SO(p) ^ K 

Le centralisateur M = Zk{cl) de a dans K est égal à 

M = {Diag(Ê:i, . . . , e^, e^, . . . , £1) : Vi G = ±1 et Ili(^i[i,p]] Si = 1}. 

La condition imposée assure que les éléments considérés sont bien dans la composante neutre 
G = SOob,p) de SO(p,p). 

On remarque que, dans ce cas particulier également, les espaces de racines gc sont tous de 
dimension 1, et que le groupe M est fini, mais ce n'est pas toujours le cas. 

Le groupe G est sans facteur compact, donc l'espace symétrique G/K est de type non 
compact, de rang la dimension de a, c'est-à-dire p. 



2 La topologie de Chabauty sur l'espace des sous-groupes 
fermés 

Pour cette partie, on pourra se référer à l'excellente introduction [Har]. 

Soit X un espace topologique localement compact, et J-'{X) l'ensemble des fermés de X. On 
munit J^{X) de la topologie de Chabauty (voir [Cha]) : les ouverts sont les réunions quelconques 
d'intersections finies de parties de la forme : 

Ok = {H e giG) ■.HnK = $} 
O'^ = {H egiG) -.Hnu^^} 

où K est un compact de X et U un ouvert de X . 
Le résultat suivant est classique : 

Proposition 2.1. L'espace topologique T{X) est compact. (Voir [Cha], [Bou, Chap. VIII, §5/, 
[CDP, Proposîtion 1.7, p. 58].) □ 

Soit G un groupe topologique localement compact. On note G{G) C J^{G) l'ensemble de ses 
sous-groupes fermés, muni de la topologie induite. 
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Proposition 2.2. Le sous-espace G{G) est un fermé de J^{G), donc est compact. (Voir [Cha], 
[CEG, Proposition 1.3.1.2, p. 59], [Bou, Chap. VIII, §5/, [CDP, Proposition 1.7, p. 58].) □ 

Si G est de plus muni d'une distance d induisant sa topologie, on peut alors décrire la 
convergence d'une suite de sous-groupes fermés. 

Proposition 2.3. Une suite de sous-groupes fermés {Hn)nm converge vers un sous-groupe 
fermé H dans G (G) si et seulement si H est l'ensemble des valeurs d'adhérence des suites de 
{Hn)neN, c'est-à-dire : 

1. Pour tout X E H , il existe une suite {Xn)nm convergeant vers x telle que, pour tout n, 
nous avons x^ G H^. 

2. Pour toute suite strictement croissante d'entiers {jikjkm, pour toute suite {xnf,)km conver- 
geant vers X telle que Xn^. € Hn^. pour tout k, nous avons x E H. 

(Voir par exemple [CEG, Lemma 1.3.1.3, p. 60], [CDP, Proposition 1.8, p. 60].) □ 

Proposition 2.4. Si de plus la distance d sur G est propre (i.e. les houles fermées sont com- 
pactes), alors l'espace G [G] est métrisable, pour la distance de Hausdorff pointée. (Voir [BH, 
Définition 5.43, p. 76].) □ 

Proposition 2.5. Soit f : G ^ H un morphisme de groupes topologiques localement compacts, 
qui soit une application ouverte. Alors l'application G*{f) '■ G (H) G (G) définie par A i— >• 
f~^{A) est continue. 

Démonstration. Soit K un compact de G, alors f{K) est un compact de H et G*{f)~^{OK) = 
Of(K) est un ouvert de G (H)- Soit U un ouvert de G, alors par hypothèse f{U) est un ouvert 
de H et G* {f)~^ {0[j) = O'^fjj-^ est un ouvert de G {H)- Ainsi l'application G*{f) est continue. □ 

Proposition 2.6. Soit f : G H un morphisme de groupes topologiques localement compacts, 
qui soit une surjection ouverte. Alors l'application G*{f) '■ G (H) G (G) définie par A i— >• 
f^'^{A) est un homéomorphisme sur son image. 

Démonstration. Puisque le morphisme / est surjectif, pour tout sous-groupe fermé A de H, 
nous avons f{G*{f ){H)) = H , donc l'application G*{f) est injective. D'après la proposition pré- 
cédente, l'application G*{f) est continue. Enfin, puisque l'espace G {H) est compact et l'espace 
G {G) séparé, l'application continue injective G*{f) est un homéomorphisme sur son image. □ 

Voici quelques rares exemples de groupes pour lesquels le calcul explicite de l'espace des 
sous-groupes fermés est élémentaire. 

Proposition 2.7. Notons le sous-espace topologique compact de M défini par Xi = {0} U 
{- : n G N\{0}}. Alors l'application (pz '■ Xi GC^) définie par - t— > nZ et {0} est un 
homéomorphisme. □ 

Proposition 2.8. L'application 0R : = [0, oo] ^(M) définie par a si a g]0, oo[, 

1-^ {0} et oo (— s> M est un homéomorphisme. □ 

Voici quelques exemples de groupes pour lesquels l'espace des sous-groupes fermés a été 
décrit : le groupe C pour lequel l'espace ^(C) est homéomorphe à la sphère de dimension 4 
(voir [PH] ou [Har]), le groupe affine de la droite réelle (voir [BHK, Proposition 1.1, p. 2]), 
le groupe de Heisenberg de dimension 3 (voir [BHK, Theorem 1.3, p. 4]) et le groupe M x Z 
(voir [Hael]). 
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3 La compactification de Chabauty 



Soit X un espace topologique localement compact. Une compactification de X est la donnée 
d'une paire (K, i), où K est un espace topologique compact et i : X — > K est un plongement (i.e. 
i réalise un homéomorpliisme sur son image) d'image dense. On identifie souvent X et i{X) par 
l'application i. On appelle hord de X l'espace dX = K\i{X). Si H est un groupe agissant conti- 
nûment sur X, on dit que c'est une H -compactification, ou compactification H-équivariante, si 
l'action de H sur i{X), conjuguée par i de l'action de H sur X, s'étend continûment à K. Cette 
extension est alors unique. 

3.1 Un exemple de compactification : la compactification géodésique 

Soit X un espace métrique CAT(O) complet (voir par exemple [BH]). Deux rayons géo- 
désiques c, c' : [0, cxd[ — > X sont dits asymptotes s'il existe une constante K telle que, pour 
tout t G [0, oo[, nous ayons d{c{t) , c' (t)) ^ K. Ceci définit une relation d'équivalence sur l'en- 
semble des rayons géodésiques de X, appelons bord (visuel) de X l'ensemble de ces classes 
d'équivalence, et notons-le d^oX. Notons de plus X^ = X U d^oX . 

Il existe une topologie sur l'espace X" (voir [BH]) qui en fait une G-compactification de 
l'espace X, où G désigne le groupe des isométries de X. Elle est appelée compactification 
géodésique, compactification conique ou compactification par le bord visuel. 

Exemple. Dans le cas du plan hyperbolique réel = SL(2, M)/ S0(2, M), dans le modèle 
du disque ouvert, la compactification géodésique est SL(2, M)-isomorphe à la compactification 
usuelle où l'on ajoute le cercle à l'infini pour obtenir le disque fermé. 

Reprenons les notations de la partie 1, où K désigne le stabilisateur dans G d'un point base 
fixé xo de l'espace symétrique X. 

Proposition 3.1. Soit {Hn)neN une suite de a"*" tendant vers l'infini, et soit / = {a G A : 
a{H) — > +00} . Alors la suite (exp(if„) ■ xo)neN de X converge dans X^ vers un point de 
dooX , dont le stabilisateur dans G est le sous-groupe parabolique = K^MAN. (Voir [GJT, 
Proposition 3.9, p. 27].) 

3.2 La définition de la compactification 

Soit X un espace symétrique de type non compact, et soit G un groupe de Lie connexe 
muni d'une action continue isométrique sur X. On suppose que G se surjecte sur la composante 
neutre Isomo(J^) du groupe des isométries de X, avec noyau fini. Alors le groupe de Lie G est 
semi-simple, de centre fini et sans facteur compact. Nous verrons en fin de paragraphe que la 
construction qui suit est indépendante du choix d'un tel groupe G, ce qui permet de travailler 
avec des groupes de Lie ayant un centre fini non trivial, comme par exemple SL(rï,,M) pour 
n ^ 2 pair. 

Nous allons définir une compactification de X en plongeant X dans l'espace G {G) des sous- 
groupes fermés de G, via l'application qui à un point x de l'espace symétrique associe son 
stabilisateur G^ dans G (lequel est fermé car l'action de G sur X est continue). 
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0:M ^ g{G) 

X I— s> Gx = {g ^ G : g ■ X = x}. 

Remarquons que l'image de est exactement l'ensemble des sous-groupes compacts maxi- 
maux de G, d'après le fait que tout sous-groupe compact de G fixe un point de l'espace métrique 
CAT(O) X (voir par exemple [BH, Proposition 2.7, p. 179]). 

Proposition 3.2. L'application (f) est un plongement. 

Démonstration. (Voir [GJT, Proposition 9.3, p. 133].) 

Choisissons un point base Xq de l'espace symétrique, et notons K = 0(xo) = G^o le stabili- 
sateur de xo dans G : c'est un sous-groupe compact maximal. Choisissons une décomposition 
de Cartan g = ft©p, où est l'algèbre de Lie de K, une sous-algèbre de Lie abélienne maximale 
diagonalisable o C p ainsi qu'une chambre de Weyl positive a"*". 

Montrons que (p est injective : soit g E G tel que gKg~^ = K. Écrivons g = kiak2 dans la 
décomposition de Cartan KA+K, alors aKa~^ = K, donc si k E K nous avons kak~^ G aK. 
Montrons que a = e. L'application exponentielle du groupe de Lie compact connexe K est 
surjective (voir par exemple [Hel, Proposition 6.10, p. 135]), on peut donc choisir U G tel que 
expf/ = k. L'exponentielle réalise de plus un homéomorphisme de a sur A : soit donc H E a 
tel que expH = a. Puisque [ft, p] C p, nous avons 

kak-^ = kexpHk-^ = exp{Adk{H)) = exp(e^'^^iJ) G exp(p) = P. 

Donc, comme la décomposition polaire G = PK est unique et que kak~^ G aK H P, nous 
avons kak~^ = a, et ce pour tout k E K. Ainsi Ad k{H) = H pour tout k E K, donc pour 
tout [/ G nous avons exp{— a.d H)U = U. Or, si a G S et f/ = Ua + 0{Ua) G fta, nous avons 
exp(— ad H)U = exp{—a{H))Ua + exp{a{H))9{Ua) ■ On ne peut donc avoir exp(— adH)U = U 
que si a{H) = 0, et ce pour tout a G S : ainsi, H = 0. Finalement a = e donc g E K. 

Ceci montre que est injective : supposons 0(x) = 0(x'). L'action de G sur X est transitive, 
soient donc g,g' E G tels que x = g ■ xq et x' = g' ■ xq. Alors (j){x) = gKg^^ = g' Kg'~^ = (p{x'), 
donc {g'~^g)K{g'~^g)~^ = K, ainsi d'après ce qui précède g'~^g G K, ce qui signifie x = x' . 

Montrons que est continue. Comme toute variété topologique, le groupe de Lie G est 
métrisable : on peut utiliser le critère séquentiel (voir la proposition 2.4) pour montrer la 
continuité de 0. Soit g ■ xq E X ^ et soit ((?„ ■ xo)nGN une suite de X convergeant vers g ■ xq. 
D'après la décomposition d'Iwasawa, on peut supposer que g et les gn appartiennent à AN . 
Puisque ((?„ ■ Xo)neN converge vers g ■ Xq, il existe une suite (/Cn)neN dans K telle que {gnkn)neN 
converge vers g. D'après la continuité de la décomposition d'Iwasawa, on déduit que (fc„)ngN 
converge vers e et {gn)nm converge vers g. Ainsi la suite {gn^)nm converge vers g~^. On en 
déduit que (0((7„ ■ Xo))neN = {gnKg~^)nm converge vers (j){g ■ Xq) = gKg~^ : est continue. 

Montrons que l'application est propre : soit {gnKg~^)n(zn une suite de G{G) convergeant 
vers gKg~^, montrons que la suite {gn ■ 3;o)neN de X converge à extraction près. 
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Remarquons que, si d est une métrique G-invariante sur X, alors pour h G G et k G K 

d{hkh~^ ■ Xo,h ■ xq) = d{kh~^ ■ Xq, Xq) = d{h~^ ■ xq, Xq) = d{h ■ Xq, Xq). 

Ainsi l'orbite hKh^^ ■ xq de xq sous hKh"^ est incluse dans la sphère de centre h ■ xq, de rayon 
d{h ■ xo,xo). Donc le diamètre de hKh ^ ■ xq est inférieur ou égal à 2d{h ■ xo,xo). Soit g E G 
la symétrie géodésique par rapport au point h ■ xq, alors g G hKh~^. Alors la distance de xq à 
g ■ Xq est égale à 2d{h ■ xq, xq), et ces deux points sont dans l'orbite hKh~^ ■ xq. Par conséquent, 
pour tout h E G,\e diamètre de l'orbite hKh~^ ■ xq de xq sous hKh~^ est égal à 2d{h ■ xo,xo). 

Puisque la suite {gnKg~^)nç,-H converge vers gKg~^ dans G (G) et que l'évaluation en Xq est 
continue, la suite {gnKg~^ ■xo)nen converge vers gKg~^-xo dans l'espace JF(M) des fermés de X, 
muni de la topologie de Chabauty. Cette suite appartient à partir d'un certain rang à l'ouvert 
Op, où F est le compact de X défini par F = B{h ■ xq, ?>d{h ■ xq, xo))\B{h ■ xq, 2d{h ■ xq, xq)). De 
plus, le complémentaire de F dans X a deux composantes connexes, M\B{h ■ xq, 3d{h ■ xq, Xq)) 
et B{h ■ xo,2d{h ■ xo,xo)). Or à partir d'un certain rang, l'ensemble gnKg~^ ■ xq intersecte 
B{h ■ xo,2d{h- Xq, Xq)), donc puisque gnKg~^ -xq est connexe (car K l'est), l'orbite gnKg~^ ■ xq 
est incluse dans B{h-Xo, 2d{h-xo, Xq)) à partir d'un certain rang. Ainsi le diamètre de gnKg~^-xo, 
qui est égal à 2d{gn ■ xo,xo), est borné. Donc la suite {gnK)nm est bornée : elle converge, à 
extraction près. 

L'application 0, continue, injective et propre, est donc un lioméomorphisme sur son image. 

□ 

Notons X l'adhérence de 4>{X) dans G (G) : l'espace X est compact. Le couple {X , 0) est 
appelé la compactification de Chabauty de l'espace symétrique X. Le groupe G agit sur G{G) 
par conjugaison, et l'application (p est G-équivariante : si (7 G G et x G X, le stabilisateur de 
g ■ X dans X est Gg.^ = gG^g"^ = g ■ G^- Ainsi, la compactification de Chabauty X est une 
G-compactification de X. 

Notons G" = Isomo(X) la composante neutre du groupe des isométries de X. Nous allons 
montrer que la compactification de Chabauty de X dans G (G) ne dépend pas, à isomorphisme 
près, du choix du groupe de Lie connexe G agissant continûment isométriquement sur X, et se 
surjectant avec noyau fini sur G°. 

Notons 7r : G ^ G° la projection définie par l'action de G sur X. Par hypothèse, n est 
un morphisme de groupes de Lie surjectif de noyau fini. En particulier, tt est un difféomor- 
phisme local. Soit un sous-groupe compact maximal de G°, et K le sous-groupe compact 
maximal K = 7r^^{K^) de G. Choisissons une métrique riemannienne G'^-invariante à gauche, 
/^''-invariante à droite sur G^. Alors la métrique riemannienne tirée en arrière sur G par vr est 
G-invariante à gauche et iî'-invariante à droite. 

Notons : X — > G (G) (resp. 0° : X — > ^(G°)) l'application qui à un point x E X associe 
son stabilisateur dans G (resp. dans G°) : ce sont deux plongements de l'espace symétrique X. 

Q Q Q 

Notons X (resp. X ' ) la compactification associée. 

D'après la proposition 2.6, la projection tt : G — G° fournit le plongement ^*(7r) : G{G^) —>■ 
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Proposition 3.3. L'application ^*(vr) : G{G^) G (G) est un homéomorphisme de X ' sur 
X qui entrelace n, i.e. pour tous g E G et x E X ' nous avons G*{j){j^{g) ■ x) = g ■ G*{7i){x). 

Démonstration. On constate que = G*{tt) o 0°, donc ceci montre que G*{n){X ' ) = X . 
Or l'application ^*(vr) est un plongement, donc c'est un homéomorphisme de X ' sur X . 

De plus, pour tous g ^ G et x ^ X ' C G{G^) nous avons n{g) ■ x = ■K{g)xn{g)~^ = 
7r{gxg~^) = ni^g ■ x). Ainsi g ■ x = G*{j^){T^{g) ■ x). □ 

Ceci montre par exemple que, pour étudier la compactification de Chabauty de l'espace 
symétrique associé à SL(n, M), on peut travailler dans l'espace ^(SL(n,M)), plus maniable que 
^(PSL(n,M)). 

3.3 La distalité 

Si V est un espace vectoriel réel de dimension finie, on dit qu'un élément h G GL(y) est 
distal, ou a une action distale, si son spectre est inclus dans le cercle unité S^. On dit qu'un 
action linéaire d'un groupe H sur V est distale si tout élément de if a une action distale. 
Un élément d'un groupe de Lie G est appelé distal si son action adjointe sur l'algèbre de Lie 
de G est distale. Un sous-groupe H d'un groupe de Lie G est appelé un sous-groupe distal 
de G si tout élément de H est distal, i.e. a une action adjointe distale sur l'algèbre de Lie 
de G. Cette notion, introduite par Furstenberg, provient des systèmes dynamiques (voir par 
exemple [GJT, Proposition 9.5, p. 135]). L'intérêt d'introduire ici la distalité réside dans la 
proposition suivante : 

Proposition 3.4. Soit G un sous-groupe de GL{V), où V est un espace vectoriel réel de di- 
mension finie. Le sous-espace Gdistai{G) de G{G), constitué des sous-groupes de G dont l'action 
sur V est distale, est fermé. 

Démonstration. Soit H un sous-groupe fermé de G adhérent à ^distai(G), et soit h E H. 
Soit (/in)neN une suite d'éléments de G ayant une action distale sur V, convergeant vers h. 
On peut voir le spectre comme application de GL(V^) à valeurs dans l'ensemble des n-uplets de 
nombres complexes, à permutation près. On munit cet espace, naturellement identifié à C"/©.„, 
de la topologie quotient de C" par l'action du groupe symétrique ©„ par permutation. Alors 
le spectre est continu. Puisque le cercle unité est fermé, le spectre de h est lui aussi inclus 
dans S^. Ainsi, H est un sous-groupe de G ayant une action distale sur V. □ 

Proposition 3.5. Tout sous-groupe de Lie compact d'un groupe de Lie est distal. 

Démonstration. Soit H un sous-groupe de Lie compact d'un groupe de Lie G. Soit g E H, 
alors la suite {g'^)n&i admet une valeur d'adhérence /i; et si A est une valeur propre de Ad^^, 
alors A" converge à extraction près vers une valeur propre de Ad h. Or Ad h est inversible, ce 
qui implique que |A| = 1. Donc, pour tout g E H, le spectre de Ad g est inclus dans le cercle 
unité : ainsi, H est un sous-groupe distal de G. □ 

Proposition 3.6. La compactification de Chabauty X C G{G) de X est constituée de sous- 
groupes distaux de G. 
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Démonstration. Par définition de la compactification de Chabauty, X est l'adhérence des 

Q 

sous-groupes compacts maximaux de G, donc d'après les propositions 3.4 et 3.5, l'espace X 
est constitué de sous-groupes distaux de G. □ 



3.4 Détermination des groupes limites 

Fixons I une partie propre de la base A du système de racines S. L'ensemble a/ = a/ H a 
est muni d'un structure de cône simplicial fermé : 




Les facettes du cône aj sont constituées des 




où J est une partie de A contenant strictement /. 

Notons a\ l'intérieur de a/ dans l'espace vectoriel a/ : c'est le cône simplicial ouvert 




On dit qu'une suite {Hn)nm d'éléments de af tend vers +oo dans a} si, pour toute racine 
a G A\/, nous avons — +oo, c'est-à-dire que la suite s'éloigne de chacun 

n— »+(X) 

des murs du cône a/. L'exponentielle réalisant un difféomorphisme de a/ sur A'j' = A/ H A"*", on 
dit qu'une suite {an)n&N d'éléments de Af tend vers +oo dans Af si la suite (loga„)„gN tend 
vers +00 dans af. 

Notons de plus = K^MNj. 

Exemple. Pour G = SL(n,R), K = SO(n, M) et / = {«j^j+i, «jj+i}, oùl^i<j^n — 1: 

( / * * \ 

D^=n Uj^i * \ e G : Uk e 0{k,m) 

l V f/„_, y 

Proposition 3.7. Le sous-groupe M normalise , donc M est un sous-groupe de Lie de 
G. Le sous-groupe K^M normalise Nj, donc = K^MNj est un sous-groupe de Lie de G, 
d'algèbre de Lie notée X)^ = (ft^ + m) © U/. 
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Démonstration. Montrons que le sous-groupe M normalise l'algèbre de Lie 3g(a/) : soient 
m e M, X G 3g(a/) et H ^ o/. Puisque M centralise a, nous avons 

ad{Adm{X))H = [Adm{X),H] = Ad m{[X, Ad m-\H)]) = Adm{[X,H]) = 0. 

Ainsi, Adm{X) G 3g(a/) donc M normalise 3g(a/). Donc M normalise également son algèbre 
dérivée -D(3g(a/)) = g^, puis M normalise le sous-groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie 
. Or M est un sous-groupe de K, donc M normalise H K = . Ainsi, K^M est un 
sous-groupe compact de G. 

Le groupe M normalise l'algèbre de Lie U/ : soient m G M, a G S, F G flo, et G o. Alors 

ad(Adm(F))iJ = Ad m([y, Ad m"^(iJ)]) = Adm{[Y,H]) = a{H) Adm(F). 

Donc le groupe M normalise tous les espaces de racines 0q, donc en particulier M normalise 
l'algèbre de Lie n/. 

Soit y G ft/, écrivons la décomposition de Y en espaces de racines Y — Yq -\- S^g^^^^j où 
Yq g et Ya G 0Q pour toute racine a G S^. Soit Z G U/, écrivons sa décomposition en espaces 
de racines Z = S^g^^+Z^, où G pour toute racine /3 G T,f. Soient a G et /9 G 
Si a + P est une racine, celle-ci doit appartenir à E|, car dans l'écriture de a + P sur la base 
A, l'une des coordonnées des racines de A\J est strictement positive. Donc [Y, Z] G U/. Ainsi 
l'algèbre de Lie fe/ normalise U/, puis le groupe connexe normalise ri/, donc le groupe K^M 
normalise l'algèbre de Lie U/ et également le groupe de Lie Nj. Par conséquent, = MNj 
est un sous-groupe de Lie de G (le groupe est fermé car K^M est compact et Nj est fermé) . 
□ 

Nous allons maintenant étudier les groupes limites, c'est-à-dire les éléments de X \</)(X). 

Proposition 3.8. Soit (a„)„gN une suite de A\ tendant vers +00 dans . Alors la suite de 
sous-groupes fermés {anKa~^)nm converge vers dans G{G). 

Exemple. Pour G = SL(3,M), K = S0(3,R) et / = {«1,2}, soit 

/ A„ \ 
a„ = A„ \ eAf, 

où A„ — > +00. Alors on peut vérifier dans ce cas particulier que la suite de sous-groupes 

n— >+oo 

fermés a„S0(3,M)a~^ converge vers le sous-groupe fermé 

Fixons (a„)„eN comme dans cet énoncé. Puisque G (G) est compact, pour montrer cette 
proposition, il suffit de montrer que toute valeur d'adhérence de la suite {anKa~^)n£N est égale 
à : soit D une valeur d'adhérence. Supposons, quitte à extraire une sous-suite, que la suite 
{anKa~^)n£f>i converge vers D. La preuve de cette proposition, que nous donnerons plus loin, 
repose alors sur les lemmes suivants. 
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Lemme 3.9. Nous avons l'inclusion G D. 

Démonstration. Montrons que Nj C D : soit y E Ni. Notons i/„ G a/ et Y G ri/ tels que 
exp Hn = dn et exp Y = y. Ecrivons de plus Y = H^^^^+Ya, où Y^ G Qa pour tout a G S/. Alors 

a'^yan = exp (Ad a;;^ (F)) = exp{T.^^^+ exp(- adif„)Fa) = exp{J:^^^+e~°'^""^Ya). 
Or l'hypothèse que tend vers +00 dans Af signifie que a{Hn) — > +00 pour tout a G . 

n— »+oo 

Donc a~^yan — ^ e. Or, d'après la décomposition d'Iwasawa G = KAN~, soient kn G K, 

a'^ E A et y'^ E N" tels que a^^yan = kna'^y'n- Par continuité de la décomposition d'Iwasawa, 
nous avons kn — > e, — e et y'^ — > e. Ainsi ankna~^ = y{any'na~^)~^a'~^ . Puisque 

n— >+oo n— >+oo n— >H-oo 

iV~ est égal au produit semi-direct = A''^" xi A^^'", écrivons y'^ = y'ny'ni, où y'^ G A^-^'" et 
y'nj e Nf. Ainsi y'^ — ^ e et — ^ e. 

Ainsi, puisque A^^'~ et Aj commutent, nous avons any'na'^ = y'^any^^a'^ . Soit Y^^ G n7 tel 
que exp F^j = alors on peut écrire Y^j = S^g^j ^n,aî où ^n,a ^ 0« pour tout a G E7. Ainsi, 
O'nV'niO'n^ = ^wi^aGT,- ^°''^^"^^n a) ■ Commc tt G S7 et G tt/, uous avous a{Hn) — > —00, 
et anV'nO'n^ — ^ 6. Puisquc a'^ — > e, on en déduit que y = lim {ankna~^)a'^{any'nO'n^) = 

n— ++00 n— >+oo n— >+oo 

lim anknd"^ G -D. 

n— >+oo 

Montrons que i^^M C D. Puisque M = Zk^O-), on en déduit que M commute à Ai. Par 
ailleurs, puisque C C Zcio-i), le groupe commute à Aj. Soit k G K^M C K, alors 
= anka~^ pour tout entier n G N, donc k E D. 
Finalement = K^MNj C D. □ 

Lemme 3.10. Nous avons l'inclusion D C . 

Démonstration. Plaçons-nous dans la compactification géodésique de X. Puisque la suite 
{an)nm tend vers l'infini dans A/, d'après la proposition 3.1, la suite (a„ ■ Xo)neN converge vers 
un point x G dooX, dont le stabilisateur dans G est . Soit d E D, et soit {kn)nm une suite de 
K telle que la suite {ankna~^)nm converge vers d. Puisque l'action de G sur la compactification 
X^ est continue, on en déduit que la suite [a^knCin^ ■ Xn)nëH = (^^nOneN converge vers d - x = x. 
Par conséquent, l'élément d E D fixe le point à l'infini x, donc appartient au sous-groupe P^ . 
□ 

Lemme 3.11. Nous avons l'inclusion D C . 

Démonstration. Soit d E D, montrons que d G . Puisque d E P^ = K^MAN et que 
A^ = N^Nj, on peut supposer que d G AN^ . Puisque l'élément d est distal, ceci impose que 
d G A^^. Puisque l'exponentielle du groupe A^ est un difi^éomorphisme, soit Y E tel que 
exp Y = d. 

Soit {kn)n(^'N une suite de K telle que 

anknan^ — ^ exp y. 

n— »+oo 
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Soit Hn G ai tel que exp = a„. Puisque le spectre de ad F G est égal à {0}, d'après [Hel, 
Theorem 1.7, p. 105], l'exponentielle est un difféomorphisme local en Y . Donc il existe une suite 
{Yn)nm de q convergeant vers Y telle que expF„ = ankna~^ pour tout entier n G N. Posons 
Un = Ad(a~^)(F„) G 0, de sorte que expf/„ = kn E K. Ainsi exp6'(?7„) = /c^, donc la suite 
(exp(Ada„^(f/„)))„gN converge vers exp F. Notons Y^ = Ada„6'(?7„), nous allons montrer que 
la suite (y^)„gN converge vers Y. 

On remarque que pour tout a G E^'"*" 

Y;^ = e{Un)a = eiUn,-a) = eiYr,,.^) ^(F-„) = o. 

' n— »+oo 

Et pour tout a G S7 

n— ♦+00 

doncy^„ = e"(^")e([/„,_J ^ 0. 

Or n^'~ © ri/ est la sous-algèbre nilpotente correspondant au choix de la base {— /} U A\/ 
du système de racines S. Donc le spectre de la suite d'endomorphismes (ad(Ada„6'([/„)))„gN 
converge vers {0}. Si on appelle S = {Z E Q : |ImSp(adZ)| < vr}, cela signifie que pour n 
assez grand nous avons Y^ G £. Or la suite (expy^)„gN converge vers d = exp y avec Y ^ S, 
donc d'après [MT, Théorème 3.8.4, p. 83], la suite converge vers Y. 

Or, d'après ce qui précède, cela implique que Y G (n^'~ ©U/) fln^ = {0}. On a donc montré 
l'inclusion D C . □ 

Théorème 3.12. Soit D e X \X un groupe limite. Alors il existe I une partie propre de A, 
a G A^'+ et k e K tels que D = D^ i^. 

Démonstration. Soit {gn)n€N une suite de G telle que D = lim gnKg~^. Soit gn = k^ank'^ 

n— >+oo 

l'écriture de (?„ dans la décomposition KA'^K de G : ainsi, k'^ E K et an G A+. Soit / C A 
l'ensemble des a G A tels que la suite (a(loga„))„gN soit bornée. On ne peut avoir I = A car 
sinon la suite {gn)nm serait bornée, donc convergerait à extraction près vers un élément g E G, 
OT D = gKg~^ n'est pas un groupe limite. 

Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que (fcn)neN converge vers k E K et que : 

Va G /, la suite (a(loga„))„gN converge 
et Va G /\A, la suite (a(loga„))„gN tend vers + 00. 

Alors, si l'on écrit la décomposition a„ = a^a„ /, où G A^ et a„ / G A/, ceci revient à dire 
que {a^JneN converge vers a E A^ nA~^ = A^'^ et que (a„,/)neN tend vers +00 dans Aj. D'après 
la proposition 3.8, la suite anjKa~\ converge dans G{G) vers . Donc 

D = lim gnKg~^ = lim knal^{anjK{anjy^)al^ ^/c^^ = kaD^ a'^'^k^^ . 

n— >+oo n— >+oo 

□ 
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Nous démontrons ensuite la fin du théorème annoncé dans l'introduction. 

Théorème 3.13. Cette écriture est unique au sens suivant : soient /i,/2 deux parties propres 
de A, «1 G «2 G et /ci, /c2 G J'i'. nows avons D^^^ = si et seulement si 

= /2 = /, ai = 02 = a et fcg'^A;! G (/T^ H aK^a^^)M. 

Lemme 3.14. La sous-algèbre de Lie U/ est le radical unipotent de 0^, c'est-à-dire le plus grand 
idéal nilpotent. 

Démonstration. La sous-algèbre de Lie U/ est un idéal de 9^, car A^^ est distingué dans 
d'après la proposition 3.7. De plus, l'algèbre de Lie Uj est nilpotente car contenue dans l'algèbre 
de Lie nilpotente n. Ainsi le radical unipotent Rui'O^) de contient n/. 

Supposons qu'il existe Y G Ru{d^)\ni, alors on peut supposer que F G fe^ + m. Alors adg/ Y 
est un endomorphisme antisymétrique et nilpotent de 9^, donc ad^/ Y = 0. Ainsi Y appartient 
au centre de 9^, donc en particulier Y appartient au centre de ft^ + m. Or la forme de Killing sur 
ft^ + m est la restriction de la forme de Killing 5 de g à ft^ + m : elle est donc définie négative. 
En particulier, elle est non dégénérée, donc l'algèbre de Lie ft^ + m est semi-simple, et son centre 
est trivial : ainsi, Y = 0. 

En conclusion, la sous-algèbre de Lie U/ est le radical unipotent de 9^. □ 

Lemme 3.15. Le normalisateur de V algèbre de Lie ri/ dans G est = K^MAN. 

Démonstration. L'algèbre de Lie U/ est normalisée par le sous-groupe AN. 

Soit k ^ K, et soit U G tel que expU = k. Écrivons la décomposition U = Uq -\- T,aGT,Ua 
de U en espaces de racines. 

Si A; G K^M, alors pour toutes racines a G et /S G S^, si a + /3 est une racine, alors 
a + j3 E af, donc [t/a,^/?] C ri/. Par ailleurs [f/o^S/?] C 3/3 C ri/. Par conséquent, nous avons 
[t/, n/] C U/. Donc k normalise l'algèbre de Lie U/. 

Si k ^ K^M, il existe une racine a G S/ telle que f/^ 7^ 0. Alors f/a G U/, et la composante 
sur 00 de [U,Ua] dans la décomposition en espaces de racines est f/^] = [9{Ua),Ua] car 

U e^. Soit if G a tel que a{H) ^ 0. Alors 

B{xe{u^),u^lE) = B{[u^,H],e{u^)) 

= Bi-aiH)U^,eiU^)) 
= a{H)BeiU^,U^)^0 

Ainsi, [9{Ua), Ua] 7^ : par conséquent, le vecteur [U, Ua] n'appartient pas à ri/, donc U n'ap- 
partient pas au normalisateur de ri/, et par conséquent k ne normalise pas l'algèbre de Lie 
n/. 

En résumé, le normalisateur de l'algèbre de Lie U/ dans G est K^MAN. □ 

Lemme 3.16. Le normalisateur du sous-groupe dans G est MAjNj . 

Démonstration. Notons L le normalisateur du sous-groupe dans G. Alors L normalise 
également le radical unipotent xxj de son algèbre de Lie 9^. Ainsi L est inclus dans le norma- 
lisateur = K^MAN de l'algèbre de Lie U/. Soit x G A^N^ fl L, alors pour tout k G , 
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nous avons xkx^^ E \~\ . Or H = K\ donc xkx"^ G . Ceci étant vrai pour tout 
k G , on en déduit que xK^x~^ = . D'après la proposition 3.2 appliquée au groupe G^, 
on en déduit que x G . Par conséquent, le normalisateur du sous-groupe dans G est 
K^MAjNi. □ 

Preuve du théorème 3.13. (voir [GJT, Proposition 9.116, p. 139]) 

Puisque les groupes kiaiD^^ai~^k^^ et /c2a2-D^^a2~^/c^^ sont égaux, on en déduit que les 
radicaux unipotents de leurs algèbres de Lie sont égaux, donc d'après le lemme 3.14, nous 
avons Ad(fciai)n/i = Ad(A;2a2)n/2- Or A normalise n/^ et U/j, donc si l'on pose k = kï^k2 nous 
avons U/^ = Ad(A;)n/2. Par conséquent, nous avons également Nj-^ = kNj^k~^, donc d'après le 
lemme 3.15 leurs normalisateurs P'^ = kP^^k~^ sont égaux. 

Or, d'après le paragraphe [War, 1.2.3, pp. 55-70], la paire {G, M AN) forme un système de 
Tits, donc d'après le théorème [War, Theorem 1.2.1.1, p. 46], les sous-groupes {P^)ica sont 
deux à deux non conjugués, et chacun est égal à son propre normalisateur. Ainsi, Ii = I2 = I 
etke P^. Or keK, donc k E P^ H K = K^M. 

Enfin = {a'[^ka2)D\a^^ka2)~^ , donc d'après le lemme 3.16, nous avons a^^ka2 G 
K^MAiNi._Ot: a^^ka2 G A^K^MA^ C G^ M = K^MA^N^ donc a^^ka2 G K^M. Par unicité 
du facteur ^4+ dans la décomposition de Cartan G = KA~^K, on en déduit que ai = «2 = 
Et l'élément k appartient à M n aK^Ma'^ = {K' n aK'a-^)M. 



Pour montrer la réciproque, soient / C A une partie propre de A, a G A^'+ et ki,k2 E K 
tels que k^^k2 G {K^ n aK^a-^)M. Alors a~^k];^k2a G M C , donc 

kiaD^a'^k^^ = k2aD^ a~^k:^^ . 

□ 

4 Lien avec la compactification polyédrale 

4.1 Compactification polyédrale d'un espace vectoriel 

Deux références pour la compactification polyédrale sont [Lan, § 1.2, p. 21] et [Rém]. 

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie r. Soit S un ensemble fini non vide de 
formes linéaires non nulles sur V , stable par a ^ —a, tel qu'on obtienne une partition de V^\{0} 
indexée par les partitions S = Sq U U S_ de S en trois parties de S, en cônes simpliciaux 
ouverts (facettes) définis par 

^So,s+,s_ ={x e V\{0} : Va G Sq, a{x) = 0, Va G S+, a{x) > et Va G S_, a{x) < 0}. 

Notons JF l'ensemble des facettes, et JFq l'ensemble des chambres (facettes de dimension 
maximale). Si F est une facette de cette décomposition, on note (F) le sous-espace vectoriel 
de V engendré par F. On définit la compactification polyédrale de V comme l'ensemble union 
disjointe 

F^= □ V/{F), 
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muni de la topologie que nous allons définir. 

Si Fçj G J-'o est une chambre, on appelle coin associé à Fq le sous-ensemble de V 



FeJP, FcFo 



où Fq désigne l'adhérence de Fq dans V. Remarquons que le coin Cfq contient une copie de V, 
pour la facette {0}. 

Soient «i,...,»,. G S tels que Fq = {x G V : Vi G [[1, r]], «^(x) > 0}. Ceci permet de 
considérer l'application : 



L'application (3 est une bijection : munissons Cpa C V de la topologie qui fait de la bijection 
j3 un homéomorphisme de Cpo sur ] — oo, +00]'', muni de la topologie usuelle. 

On munit 1/^ de la topologie faible définie par la famille {CFo)FGf'o '■ une partie U cW est 
ouverte si et seulement si, pour toute chambre Fq G J^o, la partie U OCpo est ouverte dans Cfq ■ 
ceci fait de V un espace compact. Si l'on note W le groupe des automorphismes linéaires de 
V qui préservent l'ensemble des facettes, alors l'espace est une M^-compactification de V 
(voir [Lan, § 1.2, p. 21]). 

4.2 Compactification polyédrale d'un espace symétrique 

Soit X un espace symétrique de type non compact, et Xq G X un point base. Soit G un 
groupe de Lie connexe agissant contintiment isométriquement sur X, se surjectant sur Isomo(X) 
avec noyau fini. Soit K = G^q le stabilisateur du point Xq. Soit g = ft©a©n une décomposition 
d'Iwasawa de l'algèbre de Lie g de g. Le système de racines S associé à la sous-algèbre de Lie a de 
g abélienne maximale diagonalisable donne une décomposition de a\{0} en cônes simpliciaux. 

D'après ce qui précède, on peut définir la compactification polyédrale ïï^ de a. Si on choisit 
une chambre de Weyl (ouverte) positive a"*", notons alors l'adhérence de dans W. Notons 
A la base du système de racines S associée à la chambre de Weyl positive o"*". Les facettes de 
la chambre de Weyl a"*" sont alors exactement les a/, où / C A parcourt les parties propres de 
S. Ainsi les facettes rajoutées pour obtenir la compactification polyédrale de a+ sont les a/a/, 
où / C A parcourt les parties propres de S. 



(5 : Gfq 
X G V/{F) 



] - 00, +00]"" 
(/9(a;)i)iG[[i,r]] 




Remarquons que l'application : 



Kxa+ 



X 



{k,H) 



t—>- ke ■ Xo 
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est continue et surjective. Montrons qu'elle est propre : soit {knC^'^ ■ Xo)nGN une suite dans 
l'image de cette application convergeant vers ke^ ■ xq. Par compacité de K, on peut supposer 
quitte à extraire que la suite {kn)nm converge vers k' G K. Alors la suite {e^" ■Xo)n6N converge 
vers k'~^ke^ ■ xq dans X. Ainsi, il existe une suite {k'^)nm d'éléments de K telle que la suite 
{e^"k'^)n£f>} converge vers k'~^ke^ dans G. Par continuité de la composante dans le décom- 
position de Cartan G = KA+K, on en déduit que la suite {e^")nm converge vers dans 
A+, donc que la suite {Hn)n£N converge vers H dans a+. En conclusion, la suite (fc„,if„)„gN 
converge vers {k', H) dans A' x a+. On a donc montré que l'application K x X est propre. 

Ainsi cette application, par passage au quotient, fournit un lioméomorphisme dont on notera 
l'inverse 

: X ^ (a: X ~ 

où {k, H) ~ {k', H') si ke^ ■ Xq = k'e^' ■ Xq. 

Ceci suggère d'étendre la relation d'équivalence à G x o+^, en posant, si H E et H' E : 

{g, H) ~ ig'^H') ^ ge'^Ke-^g'' = g'e'^' Ke-'^' g'-\ 

Et, si / et /' sont des parties propres de A, et si -ff + a/ G a/a/ et H' + ap G a/a/' : 

{g, H + aj)r^ {g\ H' + a/0 ^ ge^^D^e^^g"^ = g'e^' D^' e~^' g'~\ 

Cette définition a bien un sens car, pour toute partie propre / de A, le groupe Aj normalise 
D^. En eff'et, le groupe A normalise le groupe Nj et centralise le groupe M. De plus, le groupe 
Aj centralise le groupe G^ , donc en particulier centralise le groupe . 

Si J = A, alors aA = {0} donc on peut identifier H + et H E a"*^. De plus, si l'on 
note D'^ = K, cela permet d'écrire la relation d'équivalence sous la même forme pour tous les 
éléments de G x a+^ : 

(g, H + aj)^ {g\ H' + a/0 ^ ge^D^e~^g-' = g' e^' D^' e~^' g'~^ 

où I et I' sont des parties quelconques de A. 

Proposition 4.1. L'application f : a+^ G{G) définie par H + aj ^ e^D^e~^ est continue. 

Démonstration. Les espaces a+^ et G (G) étant métrisables, nous allons montrer que / est 
séquentiellement continue : soit {Hn + a/„)„gN une suite de a+^ convergeant vers Hoc + aj", où 
Hn G a^" et Hoc G a"^ . Le nombre de facettes étant fini, on peut supposer quitte à extraire que la 
partie /„ C A est constante, égale à /. D'après la topologie sur a+^, nous avons nécessairement 
/ C J. Or, par continuité de l'exponentielle et de l'action de G par conjugaison sur G {G), 
l'application /, restreinte à la facette a*^, est continue : ainsi, on peut supposer que / est 
strictement inclus dans J. 

Soit (&m)meN une suite tendant vers +00 dans Aj' : d'après la proposition 3.8, la suite 
{bmKb:^)mm converge vers dans G (G). Alors on a l'égalité : 

e^"D^e-^" = lim e^^bmKb'^e-^" . 

m—*+oo 
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Montrons que la suite {e^"D^e ^")„gN converge vers e^°°D-^e . Or on sait que 
lim ( lim e""bmKb;;^^e~^") = lim e^°°6^K6;;^e"-^°°) = e^°°L'-^e~^°°. 

m— »+oo n— >H-oo m— ►+cxd 

Il suffit donc d'échanger les limites en n et en m. Soit U un voisinage de e^°°D'^e~^°° dans 
G (G) : montrons que e^"D^e~^" appartient à f/ à partir d'un certain rang. 

Il existe un entier G N tel que, pour tout n ^ et tout b G A'^ , nous ayons e^"bKb~^e~~^" G 
U. Si ce n'était pas le cas, il existerait une suite (cn)neN telle que pour tout n, CnKc~^ ^ U, 
et qui de plus se décomposerait c„ = Cn,j + c;[, où {cn,j)n£N tend vers +00 dans Aj, et où 
(c;^)neN converge vers e^°°. Or, d'après la proposition 3.8, la suite CnKc"^ converge donc vers 
ç^Haa £)J ^-Haa (j^us G {G) , cc qul coutrcdlt le fait que U soit un voisinage de e^°° D'^ e~^°° . 

Ceci permet de dire que pour tout n ^ iV et tout m G N, le sous-groupe e^"bmKb:^e~^" 
appartient à U. Ainsi, si l'on prend la limite lorsque m tend vers +00, on en déduit que le 
sous-groupe e^"D^e~^" appartient à U. On a donc montré que, pour tout voisinage U de 
e^°° D'^e~^°° , la suite e^"D^e~^" appartient à U à partir d'un certain rang : c'est dire que la 
suite {e^"D^e~^'')nm converge vers e^°° D'^ e~^°° . On a donc montré que l'application / est 
continue. □ 

Définissons la compactification polyédrale de X par 

T' = {Gx ^'')/ ~, 

où l'espace X^ est muni de la topologie quotient, et où l'inclusion X — > X^ est la composition 
de l'homéomorphisme ip : X ^ {K x a+)/ ~ et de l'inclusion {K x a+)/ ~ — ^> (G x a+^)/ ~. 

P 

L'espace X est naturellement muni d'une G-action à gauche, quotient de l'action de G à 
gauche sur le premier facteur de G x a+^. 

Si G° désigne la composante neutre Isomo(X) du groupe des isométries de X, alors le 
morphisme vr : G — ^ G° fourni par l'action de G sur X est, par hypothèse, surjectif et de 
noyau fini. Les compactifications polyédrales de X obtenues pour G et G° sont naturellement 
isomorphes, par l'homéomorphisme vr-équivariant 

{Gx'^')/r^ ^ (G°x^'')/~ 
Proposition 4.2. L'espace X' est une G -compactification de X . 

Démonstration. Puisque l'application / est continue, l'application G x 'vP' — * GiG) qui à 
(^f, iï -|- a/) associe ge^ D^e"^ est continue et passe au quotient. Ainsi, l'espace quotient X^ 
est séparé. La projection K x 0+^ X^ est surjective (tout élément de G x est équivalent à 
un élément de K x a+^) et continue (par passage au quotient de l'inclusion K x a^^ — G x a+^), 
or l'espace X^ est séparé et l'espace K x est compact, on conclut donc que X^ est compact. 

Montrons que l'espace X, identifié par l'homéomorphisme ip : X ^ {K x a+)/ ~ à un sous- 
espace de X^ , est dense dans X^ . Soit {g, H -\-ai) un point de G x tel que son image x dans 
n'appartienne pas à ip{X), c'est-à-dire que / soit une partie propre de A. Tout voisinage de 
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{g, H + o/) dans G x 0+^ intersecte G x a"*", car par définition est l'adhérence de dans 
ïï^. Ainsi, tout voisinage de x dans intersecte ip{X). Par conséquent, l'espace est bien 
une compactification de l'espace symétrique x. 

L'homéomorphisme G x a+/ ~ ^ X est G-équivariant, donc l'espace X"^ est une G- 
compactification de X. □ 

Proposition 4.3. Les G -compactifications de Chabauty X^ et polyédrale X^ de l'espace symé- 
trique de type non compact X sont G -isomorphes, via le G -homéomorphisme (p : X ^ X qui 
à la classe de {g, H + a/) associe ge^ D^e~^ g~^ . 

Démonstration. D'après la définition de la relation d'équivalence ~, l'application (p est bien 
définie et injective. D'après le début de la preuve de la proposition 4.2, l'application ip est 
continue. D'après le théorème 3.12, l'application ip est surjective. Or l'espace X^ est compact 
et X est compact donc séparé : ainsi (p est un homéomorphisme, G-équivariant. □ 

Proposition 4.4. La compactification polyédrale X^ est K -isomorphe à la compactification 
cellulaire duale X U A*{X), telle qu'elle est définie dans [GJT, Définition 3.40, p. 4.5]. 

Démonstration. Nous allons vérifier que la compactification polyédrale satisfait les hypo- 
thèses du théorème [GJT, Theorem 3.38, p. 43], qui caractérise la compactification cellulaire 
duale. 

Soit (fcn, Hn)n£N uuc suitc fondamentale au sens de [GJT, Définition 3.35, p. 41], c'est-à-dire 
qu'il existe une partie I Ç A telle que la suite (/c„)neN de K converge vers k, et si if„ = Hn j+H^ 
est la décomposition de if„ G a selon a = a/ © o^, alors la suite (-f^n,/)nGN tend vers -\-oo dans 
a} et la suite {H^^nm converge vers H G a^'+. Alors, d'après les propositions 3.8 et 4.3, la 
suite {knexp Hn)n£n converge, dans la compactification polyédrale, vers la classe d'équivalence 
de {k,H + ai). 

Soient {kn, Hn)n£N et {k'^, H^)n^fq deux suites fondamentales. Leurs limites formelles au 
sens de [GJT, Définition 3.35, p. 41] sont {Adk{af),kexp H ■ xq) et (Ad /c'(a/,), fc' exp if' ■ xq) 
respectivement. Leurs limites dans la compactification polyédrale sont les classes d'équivalence 
de {k, H + a/) et {k', H' + a//) respectivement. Notons a = exp H et a' = exp H'. 

Supposons que les limites formelles soient égales. Alors, d'après la proposition [GJT, Propo- 
sition 3.4, p. 25], nous avons / = /' et k~^k appartient au normalisateur Zk{o.i) = K^M de ai 
dans K. De plus, ka ■ Xq = k'a' ■ Xq G M, donc a~^k~^k'a' E K. Or a et a' appartiennent à A+, 
donc par unicité de la décomposition de Cartan G = KA+K, nous avons a = a' . Par ailleurs 
a-^k-^k'a G A^K^MA^ HK C G^M HK = K^M. Par conséquent k-^k' G aK^Ma'^ n K^M. 
Donc, d'après la réciproque du théorème 3.13, on en déduit que 

kaD^a~^k~^ = k'a'D^'a'~^k'~\ 

Donc les limites dans la compactification polyédrale des classes d'équivalence de (fc, H + ai) et 
(A;', H + ai) sont égales. 
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Réciproquement, supposons que les limites dans la compactification polyédrale soient égales. 
Alors, d'après le théorème 3.13, on en déduit que J = /', a = a' et k~^k' G {K^ n aK^a~^)M. 
Alors k~^k' appartient au stabilisateur aKa~^ du point a ■ xq, donc 

k' exp H' ■ xq = k'a ■ xq = ka ■ xq = k exp H ■ xq. 

De plus k~^k' G K^M = Z/^(a/), donc d'après la proposition [GJT, Proposition 3.4, p. 25], 
nous avons Adk{af) = AdA;'(a|'). Ainsi, les limites formelles sont égales. 

Ainsi, la compactification polyédrale satisfait les hypothèses du théorème [GJT, Theo- 
rem 3.38, p. 43], donc est isomorphe à la compactification cellulaire duale. Ces compactifications 
étant des G-compactifications de X (voir [GJT, Theorem 3.43, p. 46]), ce sont des compactifi- 
cations G-isomorphes de X. □ 

Théorème 4.5. Les compactifications de Chabauty, polyédrale, cellulaire duale ([GJT, Défi- 
nition 3.40, p. 45]), de Satake-Furstenberg maximale ([GJT, Proposition 4-53, p. 73]) et de 
Martin ([GJT, Chapter VII, pp. 103-115]) sont G -isomorphes. 

Démonstration. D'après les résultats [GJT, Theorem 4.43, p. 66], [GJT, Proposition 4.53, 
p. 73] et [GJT, Theorem 7.33, p. 115], les compactifications cellulaire duale, de Satake-Furstenberg 
maximale et de Martin sont G-isomorphes. D'après les propositions 4.3 et 4.4, celles-ci sont éga- 
lement G-isomorphes aux compactifications de Chabauty et polyédrale. □ 



Thomas Haettel 

École Normale Supérieure, DMA UMR 8553 CNRS 

45 rue d'Ulm, 75005 Paris 
thomas.haettel@ens.fr 



Références 

[BH] M. R. Bridson et A. Haefliger - Metric spaces of non-positive curvature, 
Grund. Math. Wiss., Springer Verlag, 1999. 

[BHK] M. R. Bridson, P. de la Harpe et V. Kleptsyn - « The Chabauty space of closed 
subgroups of the three-dimensional Heisenberg group », arXiv :0711.3736, 2007. 

[BJ] A. BoREL et L. Jl - « Compactifications of symmetric spaces », J. Diff. Geom. 75 
(2007). 

[Bou] N. BOURBAKI - Eléments de mathématique. Intégration, Masson-Dunod, 1959. 

[CDP] G. Courtois, F. Dal'bo et F. Paulin - Sur la dynamique des groupes de matrices 
et applications arithmétiques, Journées mathématiques X-UPS 2007, Les Editions de 
l'École Polytechnique, 2007. 



24 



[CEG] R. Canary, D. Epstein et P. Green - Notes on notes of Thurston, dans "Ana- 
lytical and géométrie aspects of hyperbolic space", D. B. A. Epstein éd., p. 3-92 
Lond. Math. Soc., Lect. Notes Séries 111, Cambridge Univ. Press, 1987. 

[Cha] C. Chabauty - « Limite d'ensembles et géométrie des nombres », Bull. Soc. Math. 
France 78 (1950), 143-151. 

[Ebe] P. B. Eberlein - Geometry of nonpositively curved manifolds, Chicago Lectures in 
Mathematics, The University of Chicago Press, 1996. 

[GHL] S. Gallot, d. Hulin et J. Lafontaine - Riemannian geometry, 3rd éd., Universi- 
text. Springer, 2004. 

[GJT] Y. Guivarc'h, L. Ji et J. C. Taylor - Compactifications of symmetric spaces, Pro- 
gress in Math. 156, Birkhauser, 1998. 

[Gui] Y. Guivarc'h - « Compactifications of symmetric spaces and positive eigenfunctions 
of the laplacian », Séminaires de l'Université de Rennes (1994). 

[Hael] T. Haettel - « L'espace des sous-groupes fermés de M x Z », prépubhcation ENS Ulm, 
arXiv :0905.3290, 2008. 

[Hae2] — , « Compactification de Chabauty des espaces symétriques de type non compact », 
mémoire de seconde année de mastère, 2008. 

[Har] P. DE LA Harpe - « Spaces of closed subgroups of locally compact groups », Tripode 
14, http ://math.univ-lyonl.fr/~tripode/SurC%28G%29Laiusl8juin08.pdf, 2008. 

[Hel] S. Helgason - Differential geometry, Lie groups, and symmetric spaces, 
Grad. Stud. Math. 34, Amer. Math. Soc, 1978. 

[Klo] B. Kloeckner - « The space of closed subgroups of M" », arXiv :0812.2111vl, 2008. 

[Lan] E. Landvogt - A compactification of the Bruhat-Tits building, Lecture Notes in Math. 
1619, Springer Verlag, 1995. 

[Mos] G. MOSTOW - « Strong rigidity of locally symmetric spaces », Annals of Math. Studies, 
Princeton Univ. Press 78 (1973). 

[MT] R. MneimnÉ et F. Testard - Introduction à la théorie des groupes de Lie classiques, 
Hermann, 1986. 

[OV] A. Onishchik et E. Vinberg - Lie groups and algebraic groups, Springer- Verlag, 
1990. 

[PH] I. POUREZZA et J. HUBBARD - « The space of closed subgroups of », Topology 18 
(1979), 143-146. 

[Rat] J. G. Ratcliffe - Foundations of hyperbolic manifolds, 2nd éd., Graduate Texts in 
Math. 149, Springer Verlag, 2006. 

[Rém] B. RÉMY - « Immeuble à l'infini et combinatoire des groupes, Compactification poly- 
édrique des plats», http ://math. univ-lyonl.fr/~remy/CpctPol. pdf, 1999. 

[War] G. Warner - Harmonie analysis on semi-simple Lie groups I, Die Grundlehren der 
math. Wissenschaften 188, Springer Verlag, 1972. 



25 



